Concursul national de matematica ”Laurentiu Duican”
Editia a XX-a, Brasov, 17 mai 2019

Clasa a VII-a

1. Fie numerele reale strict pozitive a, b, c,d si k. Demonstrati inegalitatea:

ab be cd da a+b+c+d
+ + + < :
a+kb b+kc c+kd d+ka k+1

Traian Tamaian

(nQ + 1)2k+1 _|_n2k+4
(TL+ 1)2k+1 _|_nk+2

2. Aratati ca fractia este reductibila pentru orice numere

naturale £ si n.

Tonel Tudor

-~

3. Fie un ABCD un trapez dreptunghic, cu AB || CD, AB > CD si m(A) =
m(f)) = 90°. Notam cu E simetricul lui B fata de C' si cu F punctul situat pe dreapta
CD astfel incat CF = BC, unde C' € (DF). Stiind ca punctele A, D si F sunt
coliniare, demonstrati ca HK = BE, unde H este ortocentrul triunghiului AEF, iar

K este ortocentrul triunghiului ABF'.

Catalin Cristea

4. Consideram un patrulater convex ABCD), cu diagonalele AC' = BD = 2 si
perimetrul 2(1 4 1/3). Determinati aria maxima a unui astfel de patrulater.

Vasile Pop



Concursul national de matematica ”Laurentiu Duican”
Editia a XX-a, Brasov, 17 mai 2019

Clasa a VIII-a

1. Consideram dreptunghiul ABCD, cu AB = 32 cm si BC' = 24 cm. Punctul M
se afla pe latura AD astfel incat AM = 4 c¢m si notam cu N centrul cercului circumscris
triunghiului BM D. Daca punctul P apartine perpendicularei dusa in B pe planul ABC'

—

astfel incat BP = 39 cm, demonstrati c& ((PMN), (ABC)) = ((PMN), (PBC)).

Dorina Rapcea

2. Spunem ca perechea de numere reale nenule (a,b) este interesanta daca a + b si

1 N .
-+ E sunt numere ntregl nenule.
a

(a) Aratati ca exista o infinitate de perechi interesante.

(b) Determinati perechile interesante (a,b) cu proprietatea ca cel putin unul dintre
numerele a® si b? este rational.

Aurel Barsan

3. Fie ABC'D un tetraedru si punctele E, F', G, H, I, J pe laturile AB, BC, CA,
CD, AD respectiv DB astfel ca

AE-EB=BF -FC=CG-GA=CH-HD=DI-IA=DJ-JB.
Aratati ca punctele E, F', G, H, I, J se afla pe o sfera.

Vasile Pop
4. Fie a, b, ¢ numere reale pozitive astfel incat ab + bc + ca = 1. Demonstrati ca
at + 0"+t +a? + b+ P+ 1> 63a%hP

Catalin Cristea
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Clasa a IX-a

1. Se considera ecuatia ax?® + bz + ¢ = 0, unde a,b,c € R, a # 0 si |a + ¢| < |].
a) Demonstrati ca ecuatia are solutii reale si distincte.
b) Determinati numarul ¢ stiind ca ecuatia are solutiile intregi.

Aurel Barsan

2. Se considera functia f : R — R, cu proprietatea

fla+y)+flr—y)=2[f(x)+fy)],

pentru orice numere reale x si y. Aratati ca, pentru orice numar natural nenul n si
pentru orice numere reale 1, xo, ..., T, exista numerele ay, ..., a, € {—1,1} pentru care

flarwy + apzy + o+ apay) < f (1) + f (22) + -+ f (@) -

Nicolae Bourbacut,

3. Fiek e N, k> 254l ay,a9, - ,a; € {0,1,---,9}. Demonstrati ca exista
o infinitate de numere naturale n pentru care primele k& zecimale din reprezentarea
zecimala a lui \/n sunt numerele ay,as, - - - , ay, In aceasta ordine.

Mihély Bencze

4. Fie [A1A;y...A,)] un poligon inscris in cercul de centru O si raza R, G centrul sau
de greutate si B; a doua intersectie a dreptei A4;G cu cercul, i = 1,n. S& se arate ci:
2) S, GA? = n(R? — OG2);

b) Z?:l GA; < Z?:l GB;.
(G este definit prin relatia > | GA; =

—_
0

).

Vasile Pop
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Clasa a X-a

1. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia:
20195in21‘(1+cos2 x) - 20190052:0(1+sin2 x) = 2018 - cos 2
Traian Tamaian
2. Fie n > 2 un numar natural si zq, 29, ..., 2, numere complexe, distincte doua

cate doud, cu |z1]| = |22] = ... = |z,| = 1. Daca |2} + 2§ + ... + 2]!| = n, sa se calculeze
|21+ 22 4+ ... + 2]

Aurel Barsan
3. Sa se determine numarul tripletelor (z,y, z) € N* x N* x N* pentru care
1 1 1
arctg— + arctg— + arctg— = —.
x Y z 4

Vasile Pop

4. Sa se determine functiile f : R — R cu proprietatea ca imaginea oricarui interval
inchis [ este un interval inchis J iar raportul dintre lungimea lui J si lungimea lui 1
este o constanta a > 0.

Vasile Pop
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Clasa a XI-a

1. Fie k£ un numadr intreg nenul. Consideram o matrice A € M3(R) avand propri-
etatile
det(A) = k%, det(A®> —k-A+ K> I3) = 0.

a) Ardtati cd numdrul n = 2 - det(A + I3) + 2019 - det(A — I3) — 3 este un intreg
patrat perfect.
b) Aratati ca existd A € M3(Z) cu proprietatile din enunt,.

Traian TamaAaian

2. Fie matricele A € M,,(C), B € M, (C) si functia
f i Mpyn(C)— M,,(C), f(X)=A-X-X-B.

Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) Functia f este injectiva.
b) Functia f este surjectiva.
c) Matricele A i B nu au nicio valoare proprie comuna.

Vasile Pop

3. Consideram p numere naturale a;, as, - - ,a,, unde p > 2. Aratati ca multimea

{neN| </(n+al)(n+a2)---(n+ap)eN}

este infinita daca si numai daca a; = as = -+ = a,.

Nicolae Bourbacut,

4. Fie f:(0,00) — R o functie continua.
a) Demonstrati cad dacd nu existd lim f(x) atunci f are cel putin un punct de
r—00

extrem local in fiecare din intervalele (a, c0), cu a > 0.
b) Este adevarata reciproca proprietatii de la a)?

Dorel Mihet,
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Clasa a XII-a

1. Pe multimea G = (0, 00) se definegte operatia 7o” in descrisa de relatia:
a® +a®¥ +a¥ = 2+ a""Y, pentru orice =,y € G,
unde a > 1.

a) Demonstrati ca (G, o) este un grup abelian.

b) Fie z, € G, k=1,2,...,n. Aratati ca

n(n —1) — n—1
— > Ve —1< 5

1<i<j<n k=1

n
Tk

a
Mihaily Bencze

2. Fie (A4, +, ) inel cu unitate. Daca multimea N = {x € A| xy # 0,Vy € A*} este
finita, demonstrati ca (NN, -) este grup. (Notatie: A* = A\ {0}.)

Nicolae Bourbacuf

3. Calculati

n—0oo

n
2km
. 3
lim g Vvnb 4+ k3 - cos —.
n
k=1
Traian Tamaian

4. Fie a un numar real strict pozitiv.

a) Determinati functiile f : [0,00) — (0,00), integrabile pe intervalele compacte
incluse in [0, 00), care satisfac relatia

v 1
f(t)dt + 1 = ——, pentru oricare x > 0.
IR 7o)

b) Demonstrati ca pentru oricare numar natural nenul n are loc inegalitatea

"1 1 . 1 1
S S (1) ¢ (1-— )
e~ ot a 2 (n+4 1)1

Eugen Paltanea




