Concursul national de matematica Laurentiu Duican, Editia a XX-a, Bragov 2019

Clasa a VII-a - Solutii si Bareme

VII 1. Fie numerele reale strict pozitive a, b, c,d i k. Demonstrati inegalitatea:

ab be cd da at+b+c+d
+ + + <
a+kb b+kec c+kd d+ka k+1

Traian Tamaian

Solutie.

Ty y+kx (1)

Pentru oricare x,y > 0, are loc inegalitatea < .
Y s Tky S (k12

Astfel, avem:

Ty y+ kx

T hy S hE1) & (x4 ky)(y + k) > zy(k+1)? & k(z—y)* > 0.

.......................................................................................... 5 puncte
Din inegalitatea (1) rezulta:
ab . be L cd . da < b+ ka c+ kb d+ kc a+kd a+b+c+d
a+kb bi+kc ct+kd dtke (k+1)2 (E+12 (k+12 (k+1)2  k+1 7
ceea ce trebuia demonstrat. . ......... . e 2 puncte

(n? + 1)2k+1 4 p2h+4
(n + 1)2k+1 4 pk+2

VII 2. Aratati ca fractia este reductibila pentru orice numere naturale k

sin.
Tonel Tudor
Solutie.

Fien € N. . ) .\ , ) , , , ; )

1 2 1-— 1)2 — 1 _ 1

Pentru k£ = 0, avemn tntt = T an” no_ (" +1) no_ (" +n+1)n n+ )’
n2+4+n+1 n2+4+n+1 n2+n+1 n2+n+1

deci fractia se poate simplifica prin n2 +n+1 > 1. ..o 1 punct
Pentru k € N*, aratam ca fractia se poate simplifica de asemenea cu n?+n+1. Vom aplica proprietatea
(a+b)™ = Ma + b™, pentru orice numere intregi a si b i orice numar natural nenul m, unde Ma
desemneaza un multiplu al numarului a. Astfel, avem:

(n2 4+ 1)261 g2 = [(n2 404 1) + (—n) ] 4 028 = M(n2 4 n 4 1) + (—n)26H 4 p2ht =
=M2+n+ )+ -1)m2+n+ 1) =Mm2+n+1) oo 3 puncte
(n 4 1)+ 4 k2 = (4 1) (n+ 1)2 4+ 0k 2 = (n 4+ 1) [(n% +n 4 1) +n]" + nh+2 =
=Mn2+n+1)+n+)nF+n*2 = M2 +n+ 1)+ 02 +n+1nf = Mn2+n+1).
e, 3 puncte

-~ ~

VII 3. Fie un ABCD un trapez dreptunghic, cu AB || CD, AB > CD si m(A) = m(D) = 90°.
Notam cu F simetricul lui B fata de C' si cu F punctul situat pe dreapta C'D astfel incat C'F = BC,
unde C € (DF). Stiind ca punctele A, D si E sunt coliniare, demonstrati cd HK = BE, unde H este
ortocentrul triunghiului AEF, iar K este ortocentrul triunghiului ABF'.

Catalin Cristea

Solutie.
FK 1 AB, deoarece K este ortocentrul triunghiului ABF, iar H € F' D, deoarece H este ortocentrul
triunghiului AEF. Cum AB || CD, obtinem FK 1CD, deci m(KFH)=m(EAB) =90°. (1)



Din BC = CF = CF rezulta ca triunghiul BF'E este dreptunghic in F, deci BF 1L EF. Dar AH1EF,
deoarece H este ortocentrul triunghiului AEF. Atunci AH | BF si cum AB || HF rezultd ca
patrulaterul ABF H este paralelogram. Obtinem AB=FH. (2) .........ccoviiiii 2 puncte
Deoarece K este ortocentrul triunghiului ABF, avem AK 1 FB. Cum EF1FB, rezultd AK || EF.
Punctele A, D si E sunt coliniare, conform ipotezei. Atunci AFE || FK. Rezultd cd patrulaterul

AEFK este paralelogram, deci AE = FEK. (3) oottt 2 puncte
Din relatiile (1), (2), si (3) rezultd ¢& AABE = AFHK (cazul CC), de unde HK = BE. ........ 1
punct

VII 4. Consideram un patrulater convex ABC D, cu diagonalele AC = BD = 2 gi perimetrul
2(1 ++/3). Determinati aria maxima a unui astfel de patrulater.

Vasile Pop

Solutie.

Fie M, N, P si @ mijloacele laturilor AB, BC,CD si respectiv DA. M N P(Q este paralelogram, cu
laturile paralele cu diagonalele AC' si respectiv BD, astfel ca MN = PQ = %AC =1L,siNP=QM =
$BD = 1. Rezulta c& M N PQ este romb. Atunci S(MNPQ) =1MP - NQ.

Dar S(IMNPQ) = S(ABCD) -5 S(AMQ) = S(ABCD) — iz S(ABD) = %Z S(ABCD).

Rezultd S(ABCD) = MP - NQ. ..ot 3 puncte
Fie E mijocul diagonalei AC. Avem NQ < NE+ QF = %(AB + CD). Analog, MP < %(AD + BO).
Ot 1 punct
Rezulta S(ABCD) < $(AB+CD)(AD + BC), cu egalitate daca AB || NQ | CD si AD || MP | BC,
deci dacd ABCD este dreptunghi (paralelogram cu diagonale egale). ...................... 1 punct

Prin urmare, patrulaterul ABCD are aria maximi daca este un dreptunghi, cu AB+ BC = 1++/3 si
AB? + BC? = 4. Atunci |AB — BC| = \/(AB — BC)? = \/2(AB% + BC?) — (AB+ BC)?2 =3 1.
Obtinem AB = /3 si BC = 1, daci AB > BC, respectiv AB =1 si BC = /3, daci AB < BC.

Astfel, aria maxima a unui patrulater ABC'D cu proprietitile din enunt este /3. ........ 2 puncte
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Clasa a VIII-a - Solutii si Bareme

VIII 1. Consideram dreptunghiul ABCD, cu AB = 32 cm si BC = 24 cm. Punctul M se
afla pe latura AD astfel incat AM = 4 cm si notdm cu N centrul cercului circumscris triunghiului
BMD. Daca punctul P apartine perpendicularei dusa in B pe planul ABC astfel incat BP = 39 cm,

—

demonstrati c& ((PMN), (ABC)) = ((PMN), (PBQC)).
Dorina Rapcea

Solutie.
Fie a = m((PMN),(ABC)) si § =m((PMN),(PBC)).
BM = 4y/65 cm, BD = 40 cm, Apyp = 320 em?, NM = NB = PMMB-ED _ 565 ¢

4ApMmD 2
AN = 105 CINZ o 2 puncte
Fie E € BC, astfel ca MELBC, respectiv F' € BC, astfel ca NF1BC. Obtinem MEL(PBC) si
NEL(PBO) . oo e e e e 1 punct
ApEr = 105 CIZ . 2 puncte
ABMN = -APMN COS &, -APEF = -APMN COSﬂ §i ABMN = -APEF implicé o = ﬂ .......... 2 puncte

1 1
VIII 2. Spunem ci perechea de numere reale nenule (a,b) este interesantd dacd a + b si — + —
a

b

sunt numere Intregi nenule.
1. Aratati ca exista o infinitate de perechi interesante.

2. Determinati perechile interesante (a,b) cu proprietatea ci cel putin unul dintre numerele a? si
b? este rational.

Aurel Barsan

Solutie.

(a) De exemplu, multimea

VEk2 -4 — k2 -4

reprezinta o familie infinita de perechi interesante. ........... ... ... . . 2 puncte

11\
(b) Fie (a,b) o pereche interesantd, astfel ca a® € Q* sau b*> € Q*. Avem ab = (a+b) <a + > € Q"

b
Cum unul dintre numerele a? si b? este rational, rezulta % EQ* 1 punct
b 1 1
Avem2+7+g:(a+b) o ) . 1 punct
a b a b

b
Notam k = 7+% €Z\{-2}sit= % € Q. Obtinem 2 — kt + 1 = 0. Ecuatia 22 —kz +1 =0
a
are solutii rationale daca si numai daca k? — 4 este un patrat perfect, deci exista m € N astfel ca
k? —4 = m?. Atunci (k — m)(k +m) = 4, de unde obtinem k = +2. Cazul k = —2 se exclude.
Pentru k = 2, obtinem ¢ = 7= 1, deci a = b.

4 1 1
Rezultd 2a = a+b=:n € Z*. Atunci — = — + 3 € Z*, de unde n € {£1,+2, +4}.
n a

In concluzie, perechile interesante cu propietatea din enunt sunt urmatoarele:
(%,%), (— %,-%), (1,1), (=1, =1), (2,2), (=2, =2) oo, 3 puncte



VIII 3. Fie ABCD un tetraedru si punctele £, F', G, H, I, J pe laturile AB, BC, CA, CD,
AD respectiv DB astfel ca

AE-EB=BF -FC=CG-GA=CH -HD=DI-IA=DJ-JB.
Aratati ca punctele E, F', G, H, I, J se afla pe o sfera.
Vasile Pop

Solutie.

Fie O centrul sferei circumscrise tetraedrului i R raza ei. Construim un plan care trece prin A, B
si O. Acest plan taie sfera dupa un cerc mare (de raza R). Puterea punctului E fata de cercul de
intersectie este AE - EB = R% — OF2. ... . i 4 puncte
Analog, obtinem BF-FC = R>~OF? CG-GA = R*~0G? ,CH-HD = R*-~0OH? DI-IA = R>-OI?
si DJ-JB = R? — OJ?. Atunci, pe baza ipotezei, obtinem OF = OF = OG = OH = OI = OJ, deci
punctele se afla pe o sferd de centru O. ...... ... i, 3 puncte

VIII 4. Fie a, b, ¢ numere reale pozitive astfel incat ab + bc + ca = 1. Demonstrati ca
a* + b+t +a®+ 02+ 2+ 1> 63a23 2.

Catalin Cristea

Solutie.

Deoarece a* + b* 4 c* > a2b? + b%c? + c?a?, e suficient sa demonstram inegalitatea

a?b? + 022 + a2 +a® + 0%+ 2 +12>63a20%c%. (1) oo 2 puncte
Inegalitatea (1) este echivalentd cu a?b?c? + a?b? + b?c® + c2a® + a® + b* + 2 + 1 > 64ab*c?,

deci echivalentd cu (@ + 1)(b% + 1)(c® + 1) > 64a%b%c®. (2) ovvriiiiiii i 1 punct
Pe baza ipotezei, avem (a?+1)(b>+1)(c2+1) = (a®?+ab+bc+ca) (b +ab+bc+ca)(c? +ab+bc+ca) =
= (@4 0)2(h4 )2 (CH @) o 2 puncte
Cum numerele a, b, ¢ sunt pozitive, obtinem (a+b)2(b+c)?(c+a)? > (4ab)(4bc)(4ca) = 64a%bc?, deci
inegalitatea (2) este demonstratal. ...........oou i e 2 puncte

Remarca: Egalitatea are loc pentru a =b=c=

&
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Clasa a IX-a - Solutii si Bareme

IX 1. Se considera ecuatia az? + bz + ¢ = 0, unde a,b,c € R, a # 0 5i |a + c| < |b].
a) Demonstrati ci ecuatia are solutii reale gi distincte.
b) Determinati numarul ¢ stiind ca ecuatia are solutiile intregi.

Aurel Barsan

Solutie.

a)la+cl<|ble(a+e)’ <t (a—c)? <A deci A>0. .oiiiiiiiiiii 2 puncte
b) la+c < b < 1+ £ <]t = (1+2129)% < (21 + 22)° & (z3-1) (23 —-1) <0 ..... 3 puncte
Cum z1,x2 € Z si nu pot fi ambele nenule, rezulta ca z1zo =0, de unde ¢ =0. ........... 2 puncte

Solutie alternativa
Fie f:R — R, f(x) = az?® + bz +c.

a)lat+c << f(-1)-f(1) <0= f & f are ambele radacini reale, distincte. ........ 2 puncte
b) Cum f are o singura radacind in intervalul (—1,1) si ambele rad&cini sunt numere intregi, rezulta
CA F(0) =0, deCl € = 0. vttt 5 puncte

IX 2. Se considera functia f : R — R, cu proprietatea

flaty)+fla—y)=2[f()+ f],

pentru orice numere reale z gi y. Aratati cd, pentru orice numar natural nenul n si pentru orice
numere reale x1, xa, ..., T, existd numerele aq, ..., a,, € {—1,1} pentru care

flarzy + aszo + ..+ apxy) < f(z1) + f(x2) + ...+ f(zn).
Nicolae Bourbacut,

Solutie.

Vom proba afirmatia prin inductie matematica dupa n. Pentru n = 1 cerinta este evidenta. Pentru
n =2, deducem f (z1 + z2) < f(x1)+f (x2) sau f (x1 — x2) < f (x1)+ f (x2), pentru orice z1,23 € R
(pe baza ipotezei, prin reducere la absurd), deci afirmatia este adevarata pentru n = 2. ... 2 puncte
Admitem ca afirmatia este adevarata pentru un numar k si aratam ca este adevarata pentru k+ 1. Fie
X1, ..., T, Tp41 numere reale. Cum afirmatia este adevarata pentru k, existad bo, ..., bg41 € {—1,1}
astfel ca f (boxa + ... + bpr12k41) < f(z2) + oo + f(2p41) . (1)

Pe de altd parte, pentru 1 si bawa + ... + bpp1Tk41, existd a,b € {—1,1} astfel ca

flazs +b(bowa + .o + bp1zp41)) < f (1) + f (222 + o + b1 2p41) - (2)

Din (1) si (2), alegind a1 = a si a; = b-b;, pentrui = 2,k + 1, deducem f (Zfill aiﬂci) <3 f ().
Astfel, afirmatia este adevarata pentru k£ + 1 numere. Conform principiului inductiei matematice,
concluzia este adevVArata. ...........oiuii i e 5 puncte

IX 3. Fiek € N, k> 24iaj, a2, - ,a; € {0,1,---,9}. Demonstrati ci existd o infinitate de
numere naturale n pentru care primele k zecimale din reprezentarea zecimala a lui y/n sunt numerele
ai,as,- -+ ,ak, in aceasta ordine.

Mihaly Bencze

Solutie.

Notam a = 0, aias...a;. Fie p € N.

Presupunem c& un numar natural n are proprietatile [\/n] = p si {y/n} =0,a1a2---ax - -
Echivalent, p+a < yn<p+a+ 107" sau (p+a)? <n < (p+a-+ 10_’“)2. ............. 3 puncte
Existenta a cel putin unui numar natural n cu proprietatile indicate anterior este asigurata de conditia



(p+a+ lO_k)2 — (p+a)? > 1, echivalenta cu p > W. ......................... 2 puncte

. k_9q_10—* L . 9
Astfel, pentru oricare p € N, p > w, existd (cel putin) un numér natural n, pentru care

_— k —k
VTp =p+0,a1as---ay . Deoarece n, < (p+1)? <npi1, VpeN, p > %, rezulta ca
exista o infinitate de numere naturale cu proprietatea din enunt. ......................... 2 puncte

IX 4. Fie [A1A5...A,] un poligon inscris in cercul de centru O si razd R, G centrul siu de greutate
si B; a doua intersectie a dreptei 4;G cu cercul, i = 1,n. S& se arate ci:
a) i, GAY = n(R? — OG?);
b) E:‘L:l GA; < Z?:l GB;.
n = —
(G este definit prin relatia ) " | GA; = 0).

Vasile Pop

Solutie.
e — e

a) GA? = GA? = (OA, — 0G)? = OA2 —2-OA, - OG + 0G?, i = T,n.
Z?:l GA? = ZL 0—14:'2 -2 (Z?:l O—A;) 'O—C)TUF Z?:l O_C);Z =

|

— —
=nR?2—2n-0G%?+n-0G* =n(R%2 —0G?). ... 3 puncte
b) Aplicind puterea punctului G fati de cerc avem: GA; - GB; = R> —OG? ........... . 1 punct

R?—-0G? o)1 Y. GA?
GB; = =< . ==l =T n.
GAIZ n GAl ’ ll e

>, GB; = o S GAZ T G T 1 punct
1 1

Inegalitatea de demonstrat devine: Y | GA; < — -7 | GA? - 3", GA
n i

Notam x; = GA;, i =1,2,--- ,n. Pe baza inegalitatii lui Cebagev, obtinem

- 2. - <= 2 -~

ce trebuia demonstrat. . ... 2 puncte
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Clasa a X-a - Solutii si Bareme

X 1. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia:

20195 #(1+eos”x) _ggrgeos” e(14sin® ) — 9018 . cog 22
Traian Tamaian

Solutie.
Ecuatia se scrie echivalent

2019(1-cos” 2)(1eosz) _ oqg(1-sin® =) (1+sin®2) — 9018 (cos? & — sin ) - (cos® z + sin’ x)

........................................................................................... 1 punct
20191 cs" = _ 90191 —sin*z — 9018 . (cos x — sin’ )
........................................................................................... 1 punct
2019' 7% + 2018 - (1 — cos® #) =2019"~*™ * 4+ 2018 - (1 — sin* z)
........................................................................................... 1 punct
Functia f: R — R, f(x) = 2019° + 2018 - ¢ este strict crescitoare si deci este injectivi. .... 1 punct
Ecuatia devine f (1 — cos? m) =f (1 — sin? x) ............................................ 1 punct
Cum functia f este injectivid se obtine 1 — cos?z = 1 —sin*z <= costz —sin*z = 0 —
(cos?z —sin®z) - (cos? 2 4+8IN" ) =0 ... 1 punct

cos2x =0 <= x =47 +km keZ.
Multimea solutiilor este S = {£T +kr|k €Z}. ... 1 punct
X 2. Fie n > 2 un numar natural si zl, Za, ..., zn Numere complexe, distincte doua cate doua, cu
|z1] = |22| = ... = |zn| = 1. Daca |2} + 25 + .. +z”| = n, sa se calculeze |21 + 22 + ... + 25|
Aurel Barsan
Solutie.
Din ipoteza rezultd |27 + 25 4+ ... + 27| = |27+ |28+ oo + |20 coveee 1 punct
deunde avem 2" = \; - 27, A >0, Vi € {2,3,..,n} 2 puncte
Trecand la modul obtinem X\; =1, Vi € {2, 3 n} Deciz =20 =...=2'==%2. ......... 1 punct
Prin urmare 21, 23, ..., 2, sunt radacmlle de ordm n ale lui z = coscp + isin, adicd {z1, 22, ..., 2n} =
{zo,zo €,20 €2, ...,20 - ™ 1} unde zp = cos £ +isin £ si € = cos 2& T +isin T 2” .......... 2 puncte
n n—1
S| = |20 > &F —‘zo-e_l’—o ..................................................... 1 punct
k=1 k=0

X 3. Sa se determine numarul tripletelor (z,y,2) € N* x N* x N* pentru care
1 1 1 T

arctg— + arctg— + arctg— = —.

T Y z 4

Vasile Pop



Solutie.
Fie (z,y,2) € N* x N* x N*, cu 1 <z <y < z, un triplet care satisface relatia din enunt,.
Avem arctg% > arctg% > arctg%, deci

%§3~arctg%<:>arctg%2%<:>%Ztg%:Q—\/g:ﬁ. ........................ 2 puncte
Asadar s < 24+ V3 <4ddeunde =1, =2, =3. ...oiiirmiiii i 1 punct
Daca = = 1 atunci ecuatia devine arctg% + arctg% =0 si nu avem solutii. ................. 1 punct

Pentru = € {2,3} aplicdm functia tangenta in egalitatea arctg% + arctgi =7- arctg% si obtinem
l+l 1—1
y 'z x

1 - 1
1-L +1

y+z _ x—1
S ETT T mT e 1 punct

Pentru z = 2 obtinem relatia (y — 3) (2 — 3) = 10 cu solutia y =4, z =13 sauy =5, z = 8.
Pentru z = 3 obtinem relatia (y —2) (z —2) =5 cusolutiay =3, 2 =7. ............... . 1 punct
Am obtinut solutiile (2,4,13), (2,5,8), (3,3,7) si permutarile lor, in total 15 solutii. ....... 1 punct

X 4. Sa se determine functiile f : R — R cu proprietatea ci imaginea oricarui interval inchis I
este un interval inchis J iar raportul dintre lungimea lui J si lungimea lui I este o constanta a > 0.

Vasile Pop
Solutie.
Fie I = [z,yl, 2 <ysi f(I) = J = [u,v].
Avem |f(z) = f(y)| <v—u=a(y—x), Vo,y €R ... 1 punct

Fie 21,11 € [5,9] astel ca f (z1) = u 5i [ (31) = v, atunci v —u = a(y—2) = f (g1) — f (&1) <
alyr —z1] < a(y—x) = v —u. De unde avem {z,y} = {z1,11}, adicd f(z) = u si f(y) = v sau
f(x) =wvsi f(y) = u. De aici obtinem [f (z) — f (y)| = a(y —x), Yo,y € R, adicd f (z) — f (y) =

aly—xz)sau f(z)— fly)=—aly—x), Vo, y €R. oo 1 punct
Vom arata ca

f@)—fy)=a(lz—y)Ve,yeRsau f(x)— f(y) =—a(lz—y), Yo,y eR. ............. 1 punct
Presupunem prin absurd cd ar exista z,y,z € R, z < y < z astfel ca f(z) — f(y) = a(z —y) s
F) = F(2) = =@ (Y= 2) e 1 punct
Prin adunare obtinem f () — f(2) =a(z —2y+2). Dar f (z) — f (2) = £a(x — z). ...... 1 punct
De aici se obtine

r—2yt+z=x—zsauxr—2y+z=—x+z2 <= y=2zsaux =y, contradictie. ........... 1 punct

Astfel cd dacd f (0) = bobtinem functiile f1 (x) = az+b,Vx € Rsi fo () = —az+b,Vz € R. ... 1 punct
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Clasa a XI-a - Solutii si Bareme

XTI 1. Fie k un numdr intreg nenul. Considerdm o matrice A € M3(R) avand proprietétile

det(A) = k%, det(A? —k-A+k> I3) =0.

a) Ar#tati c8 numérul n = 2 - det(A + I3) + 2019 - det(A — I5) — 3 este un intreg patrat perfect.
b) Ardtati c8 existd A € M3(Z) cu proprietétile din enunt.

Traian Tamaian

Solutie.

a) Consideram functia polinomiald f4 : C — C asociatd matricei A, definitd prin

fa(@)=det(A+zl3) =23 +a- 22+ B-x+det(A), 2€C....cooiiiiiiiiii i, 1 punct
Din ipoteza, fa(0) = k%, fa(ek) - fa(e?k) = det[(A + ekl3)(A + €2kI3)] = det(A? — kA + k?I3) = 0,
unde € # 1 este raddcini de ordinul 3 a unititii. Rezultd fa(ek) = 0 sau fa(e’k) =0....... 1 punct
Daci fa(ek) =0, atunci k2 + k — ak + (8 — ak) = 0, cu € complex nereal si k intreg nenul, conduce
laf=aksia=k+1 Deci B=K2 4 ke ooorir i, 1 punct
Daci fa(€2k) =0, atunci k? +k — B+ e(—B+ ak) = 0, cu € complex nereal si k intreg nenul, conduce
laf=ak, B=Kk24+ksia=k+ L. o, 1 punct

Obtinem fa(z) = 2® + (k + 1)2? + (k? + k)z + k2, de unde det(A + I3) = fa(1) = 2k® + 2k + 2 si
det(A — I3) = fa(—1) = 0. Numairul din enunt este n = 4k? + 4k + 1 = (2k + 1)?, deci este pitrat
PO OOt . o e 1 punct

b) O matrice cu proprietdtile din ipotezi este A = 0 1 0 ....... 2 puncte
—k2+k-1 0 —k>+k

XI 2. Fie matricele A € M,,(C), B € M,(C) si functia

f i Mypn(C) = Mypn(C), f(X)=A-X-X-B.

Sa se arate ca urmaéatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) Functia f este injectiva.
b) Functia f este surjectivi.

¢) Matricele A i B nu au nicio valoare proprie comuna.
Vasile Pop

Solutie.
a) = b). Dacd functia f este injectivd, atunci ecuatia matriceald f(X) = O,, , are ca solutie unica
matricea nuld. Interpretadnd acesta ecuatie ca un sistem liniar omogen de mn ecuatii cu mn necunos-
cute, rezultd cd determinantul sistemului este nenul. Pentru orice matrice Y € M, ,(C), sistemul
liniar echivalent cu f(X) =Y are determinantul nenul (acelagi cu al sistemului anterior), deci solutie
unicd. Prin urmare functia f este surjectiva. ............. i 1 punct
b) = a). Dacd functia f este surjectividl, atunci sistemul liniar de mn ecuatii cu mn necunoscute

obtinut din f(X) = Y are solutie pentru orice Y € M, ,(C). Presupunem c& rangul matricei



sistemului M = (m;;); ;157 Du este maxim. Din compatibilitatea sistemului, avem toti minorii car-

i,j=1,mn
My, - Mg,
acteristici nuli. Pentru un minor principal m = , determinantul caracteristic
mirjl A miTjT
Mgy, e My, 0
0 N . . S
nul A, = 0 implicd m = 0, contradictie cu alegerea minorului principal.
M, jy mi, j,
mMiy 5, v My g, 1
Rezultd det(M) # 0, deci ecuatia f(X) = O, are solutie unic. .................. ... ... 1 punct

Fie X1, X2 € My, »n(C) astfel incat f(X;) = f(Xz2). Ultima relatie este echivalentd cu A(X; — X3) —
(X1 —X2)B = Oy, deci cu (X1 —X3) = Oy, despre care stim c8 are solutie unicé, solutia banald.
Obtinem X; = Xo, prin urmare f este injectiva. ......... ..o 1 punct
a) = c¢). Presupunem ci matricele A gi B au o valoare proprie comund. Existd A € C astfel incat
det(A — AI,,) = 0 si det(B — A\,,) = 0. Are loc si det(B' — A\,,) = 0, deci X este valoare proprie
sl pentru transpusa matricei B. Fie U € M,, 1(C)*, V € M, 1(C)* doi vectori proprii corespun-
zdtori valorii proprii A, pentru A, respectiv B': AU = AU, B'V = AV. Atunci matricea nenuld
C =UV*" € M, ,(C) verificd f(C) = O, n, ceea ce contrazice f injectiva. ............. ... 2 puncte
¢) = a). Presupunem prin absurd ci f nu este injectivd. Existd C' € M,, ,, nenuld, astfel incat
f(C) = Op.n, ceea ce este echivalent cu AC' = C'B. Prin inductie matematici obtinem A*C' = B*C,
pentru orice k intreg nenegativ. Deci P(A) - C = C - P(B), pentru orice functie polinomiald P cu
coeficienti complecgi. . ... 1 punct
Consideram polinomul caracteristic P4 al matricei A. Deoarece nicio valoare proprie a matricei A nu
este valoare proprie a matricei B, rezultd ci det(B — AI,) # 0 pentru orice A valoare proprie a lui
A. De aici, matricea P4(B) este inversabild. Din Teorema Cayley-Hamilton, P4(A) = O, . Consid-
erand P = Py in relatia P(A)C = CP(B), egalitatea matriceald CPs(B) = Oy, implicd C = Oy, 1,
ceea ce contrazice alegerea matricei C'. Rezulta f injectiva............. .. ... ..o 1 punct

XI 3. Considerdm p numere naturale ai,as, - ,ap, unde p > 2. Aratati cd multimea

{neN| (/(n+a1)(n+a2)---(n+ap)EN}

este infinitd dacd si numai dacd a1 = a2 = -+ = ap.
Nicolae Bourbacut,
Solutie.
Notdm A = {n eEN| ¢/(n+a1)(n+az) - (n+ap) EN}
Dacd ay = ap = --- = a, atunci A =N, deci A este o multime infinita. ................. .. 1 punct

Presupunem ca multimea A este infinitd. Definim in mod recurent sirul de numere naturale (ny),~,

prin ng = min A si ngy1 = min(A\ {ng, - ,nx}), ¥V k € N. Atunci ny < ngq1, V k € N| iar

A= {ng| k € N}. Din ny, > k, V¥ k € N (inductie), deducem klim T = 00: weeeenennnnn 1 punct
— 00
avem Jin (/o an) (o aa) (o) - ) = BELET 2 puncte
r—00 p
Rezultd klim ((/(nk +ay) (ng +ag) - (ng +ap) — nk> _artapt--- ap7 deci girul de numere
—00 p
naturale (zj);>q, 2k = ¢/ (i + a1) (nk + a2) -+ (nk + ap) — ni (k € N), este convergent. ... 1 punct
Ca urmare, L := Gatazt -+ €Nsiexistar e Nastfelcazy =L, Vk>r. ........ 1 punct

p



Rezultd cd ecuatia polinomiald (z + a1) (x + az2) - - - (x + ap) = (x+L)P admite o infinitate de rad&cini,

deundededucem a1 =as =---=ap,=L. . ... 1 punct

XTI 4. Fie f: (0,00) — R o functie continu.
a) Demonstrati ci dacd nu existd lim f(z) atunci f are cel putin un punct de extrem local in
Tr— 00
fiecare din intervalele (a, o), cu a > 0.

b) Este adevirati reciproca proprietétii de la a)?
Dorel Mihet,

Solutie.
a) Fie f: (0,00) — R o functie continud pentru care nu existd lim f(z). Presupunem, prin reducere
la absurd, ca existd a > 0 astfel incat f nu admite puncte de exgﬁu?eogl in intervalul (a,00). ... 1 punct
Ardtam cd f este injectivdd pe (a,00). Presupunem, prin reducere la absurd, ci existd u,v > a, cu
u < v, astfel incat f(u) = f(v). Dacd f este constantd pe [u,v], atunci orice punct din (u,v) este
punct de extrem local pentru f; contradictie. Dacd f nu este constanti pe [u,v] atunci, conform
teoremei lui Weierstrass, existd x1,z2 € [u,v], astfel ca f(z1) < f(x) < f(x2), V & € [u,v], iar cel
putin unul din punctele z; si z2 este situat in interiorul intervalului [u,v], deci este punct de extrem
local pentru f; contradictie. Asadar f este injectivd pe (a,00). ...ovviviiiiiiiiiiiiii 3 puncte
Atunci functia continud f este strict monotond pe (a,00), deci existd lim f(x), in contradictie cu
ipoteza. Rezultd cd f are cel putin un punct de extrem local in (a, 00), zvﬁc(z)oz 0. .oooin 1 punct

sinx
b) Reciproca nu este adeviratd. De exemplu, functia continud f : (0,00) — R, f(z) = |——

, are

ca puncte de minim local numerele k7, k € N* gi are limita 0 la infinit. ................... 2 puncte
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Clasa a XII-a - Solutii si Bareme

XII 1. Pe multimea G = (0, 00) se defineste operatia ”70” in descrisd de relatia:
a® 4+ a*¥ 4+ a¥ = 2 + a® 1Y, pentru orice z,y € G,

unde a > 1.
a) Demonstrati ci (G, o) este un grup abelian.

b) Fie xx € G, k=1,2,...,n. Ardtati cd

-1 —1
M + Z v a%iori — 1 S n Zal’k.
k=1

2 s 2
1<i<j<n

Mihaily Bencze

Solutie.

a) Solutia 1.

zoy=1log,(1+ (a®—1)(a¥ —1)) > 0, Z,y € G . orrrret e 1 punct
Asociativitatea: (zoy)oz=xo0 (yoz)=1log,(1+ (a® —1)(a¥ — 1)(a® — 1))

Ty 2 € G 1 punct
Comutativitatea si elementul neutru e =log,2 € G ..... .. .. i 1 punct
Inversul elementului z € G este 7! = log,, af—il EG 1 punct
Solutia 2.

zoy=1log,(1+ (a®—1)(a¥ = 1)) > 0, Z,y € G .ottt 1 punct
Functia ¢ : G — G, ¥(z) = a® — 1, x € G este o bijectie si ¥~1(z) = log,(1+z), z € G. ... 1 punct
U(zoy) =T(2) - W(Y), T.Y € G. oo e 1 punct
Deoarece (G, -) este grup abelian iar (G, o) este izomorf cu (G, -), este si el grup abelian. ... 1 punct

b) Inegalitatea este echivalenta cu

Y Ve e o=t S e -,

1<i<j<n k=1

[\

XII 2. Fie (A,+,-) inel cu unitate. Daci multimea N = {z € A| zy # 0,Vy € A*} este finita,
demonstrati ca (N, -) este grup. (Notatie: A* = A\ {0}.)

Nicolae Bourbacut,

Solutie.

Este suficient s& demonstram ca elementele din IV sunt inversabile ..................... .. 1 punct
Demonstram ca daca x € N, atunci 2™ € N, pentru orice n € N*. Presupunem prin absurd ca exista
n € N*, astfel ca ™ ¢ N. Deci exista y € A*, astfel ca 2™y = 0.

.......................................................................................... 1 puncte
Cum 2 € N, rezultd 2™ 1y = 0 oot 1 punct
Continuam prin inductie si obtinem xy = 0. Contradictie. ........... ... ... .. ... ... .. 1 punct

2" € N, Vn € N* g N finitd implich I p,g e N: 2P =P, ... ... ... .. ... ... 1 punct



Obtinem 2P(z?7 — 1) =0. Cum 2? € Ny rezultd 27 — 1 =0. ..ot 1 punct
Atunci zz?' =1, 29 'z = 1. Deci 297! este inversul lui . ...................ooiiiia.. 1 punct

XII 3. Calculati
n
. 2k
lim g v/nb + k3 - cos &
n—o0 1 n

Traian Tamaéaian

Solutie.
Py 1 punct
Y op_q V/nS —|— k3 cos 2 = S (VnS 4+ k3 — n?)cos 2T =
k .2k

Y ory T T T T Tt 08 T 2 puncte

= — n
Notam T (n) = (\‘;/n6+k3)2+n2 T Avem i
To(n)2 S0 (£) cos 2Em <30 V/nS + k3 cos 222 < Ty (n)L S0 (£)7 cos 257,
........................................................................................... 1 punct
lirlnnHOO D (%)3 cos 2£7 2’” f TP COSQMEAT. « v e e e 1 punct
fo 23 cos 2mxdr = %. .................................................................... 1 punct
lim,, o T1(n) = % i limy, 00 Tn(n) = % = limy—oo ypoq V0O + k3 cos %TW = #. ....... 1 punct

XII 4. Fie a un numar real strict pozitiv.

a) Determinati functiile f : [0,00) — (0, 00), integrabile pe intervalele compacte incluse in [0, c0),

care satisfac relatia
x

1
/0 ftydt+1= s,

b) Demonstrati cd pentru oricare numéar natural nenul n are loc inegalitatea

pentru oricare z > 0.

n

Z 11>aj;1((n—|—1)a11—1)+;<1—( 1 . )

e 1]{;a+1 n+1)"'+1

Eugen Paltanea

Solutie.

a) Fie f:]0,00) — (0,00) o func§1e cu proprietatile din enunt. f(0)=1.................... 1 punct
Functia F : [0,00) — R, F(z fo t) dt, este continua gi pozitiva, deci f este continud. Atunci F
este o primitiva a lui f, iar f este derlvablla. ............................................. 1 punct
Prin derivarea relatiei obtinem f = —a - f*(‘”l) o 1 punct

a+1 a+1

!
Rezulti (f*(““)) - , deci existi b € R astfel ca f~(@D(z) = z+b Yz >0 Cum

a+1

b= f~@*D(0) = 1, obtinem f(z) = <

b) Functia f determinata la a) este strict convexa pe [0,00). ...ooviniiiii . 1 punct
Atunci, pentru n € N*, avem

T a+1
a:+1) , x> 00 o 1 punct

(n—|—1)m—1=7—1:/ f(t)dt:Z/klf(t)dt<
7o () 0 oo e

o 1) o(28) :

Z a+1 atl) a 1 _1"‘2 1
a—l—l at+1\2n+1)a1 2 k:lk“il ’

de unde rezulta 1negahtatea din enunt. ..o 2 puncte



